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Резюме. Для управления движением квадрокоптера определяется задача 

программных траекторий и управлений при вертикальном движении. Данная 

задача формулируется в виде линейно - квадратичной задачи оптимального 

управления с краевыми условиями, где для ее решения используются уравнения 

Эйлера-Лагранжа. Результаты иллюстрируются на конкретном численном 

примере.  

 

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, квадрокоптер, 
математическая модель, уравнения Эйлера-Лагранжа, программная траектория, 

управление, системы линейных алгебраических уравнений. 

 

AMS Subject Classification: 26A33. 

 

 

 
1. Введение 

 

В последнее время наблюдаются много исследований,  

которые  ведутся при разработке алгоритмов при движении 

квадрокоптера с помощью соответствующих регуляторов [1,22, 23]. 

Однако, немаловажную роль играет построение программных 

траекторий и управлений, где движение нужно организовать около 

этих  программных траекторий и управлений [2,5,9,18,26,28]. 

Отметим, что здесь движение можно разделить на три части -

вертикальное, боковое и горизонтальное.  

В настоящее время в инженерной практике значительное 

место занимают математические задачи, которые, в той или иной 

постановке, связаны с управлением сложными механическими 

системами [3,4,11,12,25,27]. 

В то же время появляется всё большее количество работ, 

посвященных моделированию движения квадрокоптеров [13,17,20, 

29-32], где приводятся различные варианты уравнений движения с 
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различными системами автоматического управления и стабилизации 

и производится моделирование динамики этих систем. 

Среди множества математических моделей динамики 

квадрокоптера [6,8,10,16,19,21,24] мы остановились на 

нормированной модели, предложенной в [15]. 

В работе рассматривается вертикальное движение, где 

отмечают начальные и конечные данные-координаты. 

Минимизируется квадратичный критерий качества, который 

обеспечивает минимальность комбинации фазовых координат и 

управлений. Составляется расширенный критерий качества и 

описывается уравнение Эйлера-Лагранжа. Решая эти уравнения 

программных траекторий и управлений, получаются конкретные 

значения. Результаты иллюстрируются конкретными примерами. 

 

2. Постановка задачи 

 

Пусть движение объекта описывается в виде [7] 

𝑥̇(𝑡) = 𝐹𝑥(𝑡) + 𝐺𝑢(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇,                                                                    (1)
 

с начальными условиями  

𝑧(0) = 𝑧0, 𝑧(𝑇) = 𝑧𝑇 , 𝜓(0) = 𝜓0,                                                            (2)

 где  

 

𝑥(𝑡) =

[
 
 
 
𝑧(𝑡)

𝜓(𝑡),
𝑧̇(𝑡)

𝜓̇(𝑡)]
 
 
 

, 𝐹 = [

0  
0 
0
0 

0
0 
0
0 

1
0
  0  
0

0
1
0
0

] , 𝐺 = [

0 
0 
1
0

0
0
 0
 1

], 

 

𝑢(𝑡) = [
𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)

] -вектор управляющих воздействий, где 𝑢1(𝑡) − является 

усилием действующих на 𝑧(𝑡), 𝑧̇(𝑡), а 𝑢2(𝑡) −на углах 𝜓(𝑡), 𝜓̇(𝑡).   𝑧0, 𝑧𝑇 , 𝜓0-

известные параметры. 

Введем скалярный критерий качества  

𝐽 = 𝛼𝜓2(𝑇) + ∫ [𝑢′
𝑇

0
(𝑡)𝑅𝑢(𝑡) + 𝑥′(𝑡)𝐶𝑥(𝑡)]𝑑𝑡,                                                 (3) 

где 𝛼 ≫, 𝑅, 𝐶 − единичные матрицы размерности  4 × 4.  
Задача состоит в том, чтобы определить управление 𝑢(𝑡) и 

соответствующую траекторию 𝑥(𝑡), которые удовлетворяют (1), краевым 

условиям (2) и доставляют минимум (3). 

 

 

 

 

3. Построение уравнения Эйлера-Лагранжа. 
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Прибавив к выражению для  𝐽 систему уравнений (1), условия (2) с 

множителем Лагранжа 𝜆(𝑡), получим вспомогательный критерий качества 

[14] 

 

𝐽 = 𝛼𝜓2(𝑇) + 𝜆1(0)[𝑧(0) − 𝑧0] + 𝜆2(𝑇) [𝜓(0) − 𝜓0] + 
 

+𝜆1(𝑇)[𝑧(𝑇) − 𝑧𝑇] + 
 

+∫ {𝑢′(𝑡)𝑅𝑢(𝑡) + 𝑥′(𝑡)𝐶𝑥(𝑡) + 𝜆′(𝑡)[𝐹𝑥(𝑡) + 𝐺𝑢(𝑡) − 𝑥̇(𝑡)]}𝑑𝑡,
𝑇

0
          (4) 

 

где 𝜆(𝑡) = [𝜆1(𝑡) 𝜆2(𝑡) 𝜆3(𝑡) 𝜆4(𝑡)]′. 
 

Интегрируя по частям последнее слагаемое в правой части соотношения (4), 

получим: 

 

𝐽 = 𝛼𝜓2(𝑇) + 𝜆1(0)[𝑧(0) − 𝑧0] + 𝜆2(𝑇)[𝜓(0) − 𝜓0] + 
 

+𝜆1(𝑇)[𝑧(𝑇) − 𝑧𝑇] + 
 

+∫{𝑢′(𝑡)𝑅𝑢(𝑡) + 𝑥′(𝑡)𝐶𝑥(𝑡) + 𝜆′(𝑡)[𝐹𝑥(𝑡) + 𝐺𝑢(𝑡)] + 𝜆′̇(𝑡)𝑥(𝑡)}𝑑𝑡 −

𝑇

0

 

  −𝜆1(𝑇)𝑧(𝑇) − 𝜆2(𝑇)𝜓(𝑇) − 𝜆3(𝑇)𝑧̇(𝑇) − 𝜆4(𝑇)𝜓̇(𝑇) + 𝜆1(0)𝑧(0) + 
 

+𝜆2(0)𝜓(0) + 𝜆3(0)𝑧̇(0) + 𝜆4(0)𝜓̇(0).                                                    (5) 

  

Рассмотрим теперь вариацию критерия качества 𝐽: 
 

𝛿𝐽 = 𝜆1(0)𝛿𝑧(0) + 𝜆2(𝑇) 𝛿𝜓(0) + 𝜆1(𝑇)𝛿𝑧(𝑇) + 
 

+∫{[2𝑢′(𝑡)𝑅 + 𝜆′(𝑡)𝐺]𝛿𝑢 + [2𝑥′(𝑡)𝐶 + 𝜆′(𝑡)𝐹 + 𝜆′̇(𝑡)]𝛿𝑥(𝑡)}𝑑𝑡 −

𝑇

0

 

  −𝜆1(𝑇)𝛿𝑧(𝑇) − 𝜆2(𝑇)𝛿𝜓(𝑇) − 𝜆3(𝑇)𝛿𝑧̇(𝑇) − 𝜆4(𝑇)𝛿𝜓̇(𝑇) + 
 

+𝜆1(0)𝛿𝑧(0) + 𝜆2(0)𝛿𝜓(0) + 𝜆3(0)𝛿𝑧̇(0) + 𝜆4(0)𝛿𝜓̇(0).                      (6) 

 

Выберем множитель 𝜆(𝑡) таким образом, чтобы коэффициенты при 

𝛿𝑥(𝑡), 𝛿𝑢(𝑡), 𝛿𝜓(𝑇), 𝛿𝑧̇(0), 𝛿𝜓̇(0), 𝛿𝑧̇(𝑇), 𝛿𝜓̇(𝑇) в (6) обратились в нуль.      
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Тогда мы получим уравнение  

Эйлера-Лагранжа  

 

[
𝑥̇(𝑡)

𝜆̇(𝑡)
] = 𝐻 [

𝑥(𝑡)
𝜆(𝑡)

],                                                                                      (7) 

 

с краевыми условиями 

 

2

𝑧(0) = 𝑧0,    𝑧(𝑇) = 𝑧𝑇 , 𝜓(0) = 𝜓0
𝛼𝜓(𝑇) − 𝜆2(𝑇) = 0, 𝜆3(0) = 0,   𝜆4(0) = 0,

 𝜆3(𝑇) = 0,   𝜆4(𝑇) = 0,

}                                          (8) 

                                 

где 

   

𝐻 = [

0
0
−𝐸
0

   𝐸
 0
 0
−𝐸

 

 0
0
 0
−𝐸

0
−𝐸
 0
 0

] − матрица Гамильтона,   𝐸 − единичная матрица  

 

размерности  2 × 2.                                       
 

Решение уравнений (7) имеет вид                                                    

 

[
𝑥(𝑡)
𝜆(𝑡)

] = 𝑒𝐻𝑡 [
𝑥(0)
𝜆(0)

] = [𝐸 + 𝑡𝐻 +
𝑡2

2!
𝐻2 +

𝑡3

3!
𝐻3] [

𝑥(0)
𝜆(0)

] + 𝑜(𝑡),   (9) 

 

где 

𝐻2 = [

0
0
0
𝐸

   0
  𝐸
 −𝐸
  0

 

 0
𝐸
 0
0

−𝐸
0
 0
 𝐸

] , 𝐻3 = [

0
−𝐸
0
0

   𝐸
  0
  0
  0

 

 𝐸 
0
0
−𝐸

 

0
−𝐸
 𝐸
 0

]. 

 

Закон оптимального управления записывается в виде: 

 

𝑢(𝑡) = −
1

2
(𝑅−1)′𝐺′𝜆(𝑡).                                                                                      (10) 

 

4. Построение программных траекторий и управлений. 

 

Подставляя значения 𝐻,𝐻2, 𝐻3 в (9) соответственно, имеем 
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[
𝑥(𝑡)

𝜆(𝑡)
] ≈

[
 
 
 
 𝐸
−(𝑡3/6)𝐸
−𝑡𝐸

(𝑡2/2)𝐸

   (𝑡 + 𝑡3/6)𝐸

  𝐸 + (𝑡2/2)𝐸

 −(𝑡2/2)𝐸
  −𝑡𝐸

 

      (𝑡3/6)𝐸     

(𝑡2/2)𝐸
 𝐸

−(𝑡 + 𝑡3/6)𝐸

−(𝑡2/2)𝐸

−(𝑡 + 𝑡3/6)𝐸

 (𝑡3/6)𝐸

 𝐸 + (𝑡2/2)𝐸 ]
 
 
 
 

[
𝑥(0)
𝜆(0)

].  (11) 

 

Пишем решение (11) в более расширенном виде: 

 

.
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(12) 

 

Из (12) имеем: 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑧(𝑡) = 𝑧(0) + (𝑡 + 𝑡3/6)𝑧̇(0) + (𝑡3/6)𝜆1(0) − (𝑡
2/2)𝜆3(0)

𝜓(𝑡) = 𝜓(0) + (𝑡 + 𝑡3/6)𝜓̇(0) + (𝑡3/6)𝜆2(0) − (𝑡
2/2)𝜆4(0)

𝑧̇(𝑡) = −(𝑡3/6)𝑧(0) + (1 + 𝑡2/2)𝑧̇(0) + (𝑡2/2)𝜆1(0) − (𝑡 + 𝑡
3/6)𝜆3(0)

𝜓̇(𝑡) = −(𝑡3/6)𝜓(0) + (1 + 𝑡2/2)𝜓̇(0) + (𝑡2/2)𝜆2(0) − (𝑡 + 𝑡
3/6)𝜆4(0)

𝜆1(𝑡) = −𝑡𝑧(0) − (𝑡
2/2)𝑧̇(0) + 𝜆1(0) + (𝑡

3/6)𝜆3(0)

𝜆2(𝑡) = −𝑡𝜓(0) − (𝑡
2/2)𝜓̇(0) + 𝜆2(0) + (𝑡

3/6)𝜆4(0)

𝜆3(𝑡) = (𝑡
2/2)𝑧(0) − 𝑡𝑧̇(0) − (𝑡 + 𝑡3/6)𝜆1(0) + (1 + 𝑡

2/2)𝜆3(0)

𝜆4(𝑡) = (𝑡
2/2)𝜓(0) − 𝑡𝜓̇(0) − (𝑡 +

𝑡3

6
)𝜆2(0) + (1 + 𝑡

2/2)𝜆4(0).

 

 

Чтобы определить [𝑧(𝑡) 𝜓(𝑡) 𝑧̇(𝑡) 𝜓̇(𝑡) 𝜆1(𝑡) 𝜆2(𝑡) 𝜆3(𝑡) 𝜆4(𝑡)]′, учитываем 

условия (8) предыдущего выражения. Тогда получим, что  

 

𝜆2(0) =
(𝛼𝑇2+

𝛼𝑇4

6
+
𝑇3

4
+𝑇+2𝛼)𝜓0

(2𝛼𝑇+
𝛼𝑇3

3
+
𝑇2

2
)(1+

𝑇2

6
)+1−

𝛼𝑇3

3

,                                                                                (13) 

𝜓̇(0) =
𝑇

2
𝜓0 − (1 +

𝑇2

6
) 𝜆2(0),                                                                                      (14) 

𝜓̇(𝑇) = −
𝑇3

6
𝜓0 + (1 +

𝑇2

2
) 𝜓̇(0),                                                                                (15) 

 

а 𝑧̇(0), 𝑧̇(𝑇), 𝜆1(0), 𝜆1(𝑇) определяются из следующей системы уравнений  

 



Н.С. ГАДЖИЕВА, М.М. МУТАЛЛИМОВ: ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ  … 

171 

 

[
 
 
 
𝑧̇(0)
𝑧̇(𝑇) 

𝜆1(0)

𝜆1(𝑇)]
 
 
 
=

[
 
 
 

𝑇
𝑇2/2

1 + 𝑇2/2

𝑇 + 𝑇3/6

        0
     0
     −1
      0

 

     𝑇 + 𝑇3/6        
−1
 𝑇2/2

   𝑇3/6 

 

   0
   1
0
   0]
 
 
 
−1

[
 
 
 
𝑇2𝑧0/2
−𝑇𝑧0
𝑇3𝑧0/6 
𝑧𝑇 − 𝑧0 ]

 
 
 
.                        (16) 

  

 

Подставляя значения 𝑧(0), 𝜓(0), 𝑧̇(0), 𝜓̇(0), 𝜆1(0), 𝜆2(0), 𝜆3(0) =
0,   𝜆4(0) = 0  в (11), мы определяем программные траектории 𝑥(𝑡), а 

оптимальное управление 𝑢(𝑡) из (10).  

 

5. Численная реализация.  
 

Таким образом, мы можем построить следующий алгоритм. 

Алгоритм. 

1. Ввод параметров 𝑇, 𝑧(0), 𝑧(𝑇), 𝜓(0) матрицы CG,  , заданные 

в (1)-(3).   

2. Вычисление выражений 𝜆2(0), 𝜓̇(0) из (13), (14) соответственно. 

3. Ввод  𝜆3(0) = 0,   𝜆4(0) = 0. 
4. Определение параметров  𝑧̇(0), 𝜆1(0)  из (16).  

5. С учетом этих параметров в (12), получение программной 

траектории 𝑥(𝑡). 
6. Получение оптимального управления 𝑢(𝑡)  с помощью 

подстановки полученных значений 𝜆(𝑡) из (12) в (10). 

 

Теперь изложенный алгоритм апробируем на примере: 

Пусть из (2)  𝑇 = 10, 𝑧(0) = 0, 𝑧(𝑇) = 2, 𝜓(0) = 1. 
Тогда из (12) и (10), соответственно, получим, что на интервале  [0, T] 

значения программных траекторий и оптимальных управлений  имеют вид  

 

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 … 10 

𝑧(𝑡) 0 0.01 0.03 0.08 0.16 0.29 0.47     0.72    1.05      2 

 

𝜓(𝑡) 1 0.7 0.44 0.19 -0.01 -0.1 -

0.26 

-

0.28 

-0.21  0.23 

𝑧̇(𝑡) 0.01

2 

0.01

7    

0.03

4    

0.06

2     

0.10

2   

0.153    0.21

50     

0.28

8    

0.37

3  

 0.57 

𝜓̇(𝑡) -

0.28 

-0.44 -1.59 -4.73 -

10.8

5 

-

20.96 

-

36.0 

-

57.1 

-85.2  -

166.

3 

 

 

T 0 1 2 3 4 … 8 9 10 
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𝑢(𝑡) 0 

0 

0.0056 

 -0.21         

0.0108 

-0.78   

 

0.0154 

-1.55      

  

0.0190 

-2.37 

 0.016 

     -

3.1 

0.009 

 -2.01 

0 

0 

 

Изменения 𝜓(𝑇) в зависимости от значения 𝛼: 

 

𝛼 1 10 10
2 

10
3 

10
4 

10
5 

𝜓(𝑇) 2.044 0.23 0.02 

 

0.002 

  

0.0002 0.00002 

 

Далее, введем графики программной траектории, скорости программной 

траектории и управления:  

 

 

 
 

Рис.1. Изменение функции z(t) на интервале [0, T]. 
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Рис.2. Изменение функции 𝑧̇(𝑡) на интервале [0, T]. 

 

 
Рис.3. Изменение функции 𝒖𝟏(𝑡) на интервале [0, T]. 
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Рис.4. Изменение функции 𝒖𝟐(𝑡) на интервале [0, T]. 

 

 

 

6. Заключение.  
В статье для определения оптимальных программных траекторий и 

управления при вертикальном движении квадрокоптера с использованием 

уравнений Эйлера-Лагранжа, предложен вычислительный алгоритм. Далее  

дана численная реализация и графики. 
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Abstract. In the paper the problem of defining the optimal program trajectories and 

controls for the vertical motion of quadcopter is considered. This problem is formulated as 

a linear quadratic optimal control problem with boundary conditions, where the Euler-

Lagrange equations are used for solving the given problem. The results are illustrated with 

a concrete numerical example. 
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